
38 CHAPTER 1. 流形上的微分

1.4 向量丛与联络

1.4.1 向量丛

之前我们每次为切丛 TM , 余切丛 T ∗M 和外代数丛 Λ∗T ∗M 给出定义的流程

都是相似的。现在我们将它们相同的部分抽象出来, 统一成一种形式——向量丛.

定义 1.4.1 (转移函数). 设 {Uα} 是 M 的一个开覆盖, 开集之间的转移函数 (或过
渡函数, transition function) 定义为一族连续映射 {Ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(m,R)},
s.t. 若 Uα∩Uβ ∩Uγ 6= ∅,则在 Uα∩Uβ ∩Uγ 上有 Ψγβ ◦Ψβα = Ψγα,且 Ψαβ = Ψ−1

βα.

定义 1.4.2 (等价关系 ‘∼’). 定义 tα(Uα × Rm) 上的等价关系 ‘∼’ 为

(x, (bα1 , b
α
2 , · · · , bαm)) ∈ Uα × Rm ∼ (x, (bβ1 , b

β
2 , · · · , b

β
m)) ∈ Uβ × Rm

⇔x = y, 且(bβ1 , b
β
2 , · · · , b

β
m) = (bα1 , b

α
2 , · · · , bαm) ·Ψαβ(x).

定义 1.4.3 (向量丛). E := tα(Uα × Rm)/ ∼ 称为 M 上的一个 m 维实向量丛

(vector bundle). 定义投影映射 π : E →M, (x, v)→ x. 此时 E 称为全空间 (total
space), M 称为底空间 (base space).

例 1.4.4 (平凡向量丛). 令 E =M ×Rm, π : E →M 为向第一个分量的投影，则

E 是 M 上的一个 m 维向量丛，称为平凡向量丛

例 1.4.5 (切丛与余切丛). 令 {Uα} 为 M 的微分结构对应的开覆盖，由 (1.30) 式，

若 Ψαβ =

(
∂ϕl

βα

∂xk
α

)
(k,l)

, 则对应的向量丛为切向量丛；若 Ψαβ =

((
∂ϕl

βα

∂xk
α

)T

(k,l)

)−1

,

则对应的向量丛为余切向量丛。

与切向量丛类似，E 由等价关系 ‘∼’ 定义了一个拓扑, 从而也是一个拓扑空
间. 实际上, 我们可以继续得出 E 是一个拓扑流形. 如果我们进一步假设对所有的
Ψβα ∈ C∞, 则 E 本身是一个光滑微分流形。

下图为 S1 上的 1 维向量丛
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定义 1.4.6. 定义 C∞(M,E) := {光滑映射s :M → E|π ◦ s = IdM}(有些书中记作
Γ(E)). 对 ∀s ∈ C∞(M,E), 我们将 s 称为 E 的一个截面 (section).

例 1.4.7 (平凡向量丛的截面). 若 E =M ×Rm 为平凡向量丛，光滑映射 s :M →
M × Rm 是截面当且仅当

s(x) = (p, f(p)), p ∈M,

其中 f :M → Rm 是 M 上的向量值光滑函数.

所以，截面是向量值函数在流形上的推广。由向量丛的定义，局部上向量丛都

是平凡的。在 Uα 上，s|Uα 可看作一个取值在 Rm 中的 Uα 上的光滑函数。设 sαk

为 Rm 中的一组基，则 s|Uα 可写作 s|Uα =
∑m

k=1 f
α
k s

α
k .

下图为截面的示意图

习题如果所有的 Ψαβ ∈ C∞, 则向量丛 E 本身是一个光滑微分流形。

设 E,F 是 M 上的两个向量丛, 且定义在同一个开覆盖 {Uα} 上 (若定义在不
同的开覆盖 {Uα}, {Vβ} 上, 则取并 {Uα ∩ Vβ}). 定义转移函数 {ΨE

αβ : Uβ ∩ Uα →
GL(M,R)}, {ΨF

αβ : Uβ ∩ Uα → GL(M,R)} 分别为 E,F 上的转移函数.
我们可通过类比 TM, T ∗M,ΛkT ∗M 构造新向量丛:

1. E ⊕ F , m+m′ 维, 转移函数 ΨE
αβ ⊕ΨF

αβ;

2. E ⊗ F , m×m′ 维, 转移函数 ΨE
αβ ⊗ΨF

αβ;

3. E∗, m 维, 转移函数 ((ΨE
αβ)

−1)T ;

4. ΛkE, Ck
m 维, 转移函数 ΛkΨE

αβ.
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以上构造的新向量丛均满足 1.4.1节的定义.
注: 矩阵的张量乘法:


a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann

 ⊗


b11 · · · b1m

...
...

bm1 · · · bmm

 =



a11


b11 · · · b1m

...
...

bm1 · · · bmm

 · · · a1n


b11 · · · b1m

...
...

bm1 · · · bmm


...

...

an1


b11 · · · b1m

...
...

bm1 · · · bmm

 · · · ann


b11 · · · b1m

...
...

bm1 · · · bmm




mn×mn

.

(1.90)

1.4.2 微分几何常用记号

流形 M 上的 (r, s) 型张量丛有如下定义,

T r
s := TM ⊗ · · · ⊗ TM︸ ︷︷ ︸

r 个
⊗T ∗M ⊗ · · · ⊗ T ∗M︸ ︷︷ ︸

s 个
,

其中 r 称为反变阶数, s 称为协变阶数.
就像曲面时一样，我们称 { ∂

∂x1 , · · · , ∂
∂xn } 为 TM 的一个局部自然标架，或一

组基。同理，可称 {dx1, · · · , dxn} 为 T ∗M 的一个局部自然标架或一组基。

所以，在局部上, T r
s 的基为

∂
∂xi1
⊗ ∂

∂xi2
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir ⊗ dxj1 ⊗ dxj2 ⊗ · · · ⊗ dxjs ,
1 ≤ i1, · · · , ir, j1, · · · , js ≤ n. 对 ∀S ∈ C∞(M,T r

s ), 由 1.4.1节的定义, S 为 T r
s 的

一个截面, 在局部上其表示为

S = ai1i2···irj1j2···js
∂

∂xi1
⊗ ∂

∂xi2
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ dxj2 ⊗ · · · ⊗ dxjs ,

我们称 S 为一个 (r, s) 型张量.
此外, 我们还经常记

∂

∂xkα
=
∂xlβ
∂xkα

· ∂

∂xlβ
,

与

dxkα =
∂xkα
∂xβl

dxlβ. (1.91)
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1.4.3 联络——截面的微分

前两个小节, 我们推广了切丛、余切丛和外代数丛, 定义了一般意义上的向量
丛, 并指出向量丛的截面是多元函数的推广。我们现在来考察如何对截面求导。
取 E 的光滑截面 s ∈ C∞(M,E), 那么在局部上,

s|Uα =

m∑
k=1

fαk s
α
k . (1.92)

由定义, 在 Uα ∩ Uβ 上, 有

(fα1 , f
α
2 , · · · , fαm) = (fβ1 , f

β
2 , · · · , f

β
m)ΨE

βα,

等式两边均右乘 (sα1 , s
α
2 , · · · , sαm)T 得

sβ1

sβ2
...
sβm

 = ΨE
βα


sα1

sα2
...
sαm

 .

从而有一个自然的猜想, 定义 ds|Uα =
∑n

k=1(df
α
k )s

α
k , 即对 s 求微分, 只需对系

数 fαk 求微分. 由式 (1.92), 得到

n∑
k=1

(dfαk )s
α
k =(dfα1 , df

α
2 , · · · , dfαm)


sα1

sα2
...
sαm



=(dfβ1 , df
β
2 , · · · , df

β
m)


sβ1

sβ2
...
sβm



+ (fβ1 , f
β
2 , · · · , f

β
m)(dΨE

βα)(Ψ
E
βα)

−1


sβ1

sβ2
...
sβm

 ,

(1.93)

最后一个式子的第二项在我们对 1-形式求导时出现过，当时我们引入外积解决了
这个困难。但现在向量丛已经确定，无法修改, 我们只能从另一个角度（与向量场
类似）修改 ds 的定义.



42 CHAPTER 1. 流形上的微分

1.4.4 联络

定义 1.4.8 (联络). 一个 E上的联络∇E 是一族算子, {d+Aα|Aα是 Uα 上的 m×m 的 1-形式矩阵},
即 Aα = (aαij), 其中 aαij ∈ Ω1(Uα), 满足在 Uα ∩ Uβ 上

Aβ = ΨE
βαA

α(ΨE
βα)

−1 + (dΨE
βα)(Ψ

E
βα)

−1, (1.94)

若 s|Uα =
∑n

k=1 f
α
k s

α
k ,

Aα · s|Uα := (fα1 , f
α
2 , · · · , fαm)Aα


sα1

sα2
...
sαm

 .

此时

∇Es|Uα = (dfα1 , df
α
2 , · · · , dfαm)


sα1

sα2
...
sαm

+ (fα1 , f
α
2 , · · · , fαm)Aα


sα1

sα2
...
sαm



= (dfβ1 , df
β
2 , · · · , df

β
m)


sβ1

sβ2
...
sβm

+ (fβ1 , f
β
2 , · · · , f

β
m)(dΨE

βα)(Ψ
E
βα)

−1


sβ1

sβ2
...
sβm



+(fβ1 , f
β
2 , · · · , f

β
m)ΨE

βαA
α(ΨE

βα)
−1


sβ1

sβ2
...
sβm



= (dfβ1 , df
β
2 , · · · , df

β
m)


sβ1

sβ2
...
sβm

+ (fβ1 , f
β
2 , · · · , f

β
m)Aβ


sβ1

sβ2
...
sβm

 = ∇Es|Uβ
.

(1.95)

联络的定义解决了式 (1.93) 中的问题.
比起向量场的变换关系，(1.94) 的变换关系更加复杂，而且看起来不是很自

然。但这个神秘的变换关系确实在自然中确实存在。在物理中，(1.94) 式称为规范
变换。
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从变换关系 (1.94)可以看出,联络的定义是合理的,满足相容性,即在 Uα∩Uβ∩
Uγ 上, 如果 Aβ = ΨE

βαA
α(ΨE

βα)
−1 + (dΨE

βα)(Ψ
E
βα)

−1, 和 Aγ = ΨE
γβA

β(ΨE
γβ)

−1 +

(dΨE
γβ)(Ψ

E
γβ)

−1, 那么 Aγ = ΨE
γαA

α(ΨE
γα)

−1 + (dΨE
γα)(Ψ

E
γα)

−1.

注: 联络存在但不唯一, 因为 Aα 的选取不唯一.

习题 1.4.9. 对 ∀s ∈ C∞(M,E), 证明 ∇Es ∈ C∞(M,T ∗M ⊗ E).

定理 1.4.10. 向量丛 E 的一个联络 ∇E 是一个线性映射

∇E : C∞(M,E)→ C∞(M,T ∗M ⊗ E),

满足:
(1) 对 ∀s1, s2 ∈ C∞(M,E), 有 ∇E(s1 + s2) = ∇Es1 +∇Es2,
(2) 对 ∀f ∈ C∞(M), s ∈ C∞(M,E), 有 ∇E(fs) = df ⊗ s+ f∇Es.

在很多教材上, 这个定理即为联络的定义, 证明显然.

注: 当 E = Λ∗T ∗M 时, ∇E 6= d.

由定义可得

命题 1.4.11. ∇E 有局部性, 即对 ∀s1, s2 ∈ C∞(M,E), 开集 U ⊂ M , 若 s1|U =

s2|U , 则 ∇Es1|U = ∇Es2|U .

联络本质上是对截面求导, 首先我们回忆对光滑函数 f ∈ C∞ 求导, X(f) =

〈df,X〉, 类比定义对截面的求导为

∇E
Xs := 〈∇Es,X〉. (1.96)

对 ∀k ∈ N, E 上的一个联络 ∇E 可以推广到 Λ∗T ∗M ⊗ E 上,

∇E : C∞(M,ΛkT ∗M ⊗ E)→ C∞(M,Λk+1T ∗M ⊗ E),

s.t. 对 ∀α ∈ C∞(M,ΛqT ∗M), s ∈ C∞(M,Λk−qT ∗M ⊗ E), 有

∇E(α ∧ s) = dα ∧ s+ (−1)qα ∧∇Es.


